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ABSTRACT 

On indique l'influence du caract6re arithm6tique des exposants d'un d6velop- 
pement de la forme ~.dn zzn sur l'allure de la fonction correspondente. 

Dans le plan de la variable complexe z = x + iy = re ~° (r = I z I), nous appelons 
courbe ?t astdrisque, et la d6signons par une lettre majuscule surmont6e, d 'un 
ast6risque, par exemple F*, toute courbe de Jordan ferm6e, sym&rique par rapport 
~t l'axe r6el, passant par le point z = 1, donn6e par une fonction continue r = ~b(0) 
(0 ~ [0, 2n], ~b(0) = ~b(27t)), q~(0) > 0, la fonction q~ admettant une d&iv~e continue 
dans le voisinage de 0 = 0--d6riv6e satisfaisant ~ la condition 

dr 1 
lim • = c ,  
o-.o dO 

c &ant une quantit6 finie. 
A &ant un domaine (ouvert) quelconque contenant l'origine, nous d6signons 

par LA la partie de la surface de Riemann de log z &al6e sur A. Nous d6signons par 
D(F*) le domaine born6 dont F* est la fronti~re. Ainsi LD(F*)  est la partie de la 
surface de Riemann de log z, 6tal6e sur l 'int&ieur de F*. 

On dit qu'une courbe ~t ast6risque G* abrite la courbe ti ast&isque F* si, 
pour tout z s F*, z # 1, on a z ~ D(G*) et si, en 6crivant sur G* 

dr 1 
lim - -  = c l ,  
o-,o dO "0 

o n  a c I > c.  

Soit O(z) une fonction holomorphe sur [ z [ < 1, r~elle pour z r6el, avec 0(1) = 1, 
• ' ( 1 )  > - 1 O(z) # 0 pour J z[ < 1. Une telle fonction est dite rattachde d u n e  
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courbe d astdrisque F* si, pour I z [ <  1, on a zd~(z)~D(F*). 
entier m > 0 est appel6 2-utile de la ]bnction ~, si, en posant 

Israel J. Math., 

Soit ;t > 0; un 

oo 

(~(z)) ~ = ato~) + ~. a~a~z ~, 
m = l  

on a: u,, ~ 0. 2 > 0, > 0 sont dits distincts modulo un par rapport d ~P si 
pour aucun couple m > 0, m' > 0, respectivement 2-utile et 2'-utile de la fonction 
• , on ne peut avoir la relation 

- -  ~ '  = m '  - -  m .  

Soit ~ un domaine simplement connexe, contenat l'origine dont la fronti6re 
est donn6e par r = ~bl(0 ) (r > 0), ~1 fonction continue sur [0, 2~] (~bl(0) = ~bl(2n)), 
et soit C un disque I zl < R, avec c c ~ .  F(z) 6tant une fonction holomorphe sur 
LC (partie de la surface de Riemann de log z 6tal6e sur C), nous disons que la 
fonction F peut 8tre prolongde analytiquement directement dans L ~  (~ partir 
de LC) si cette fonction peut 8tre prolong6e ~t partir de LC le long de tout segment 
de L ~  6ta16 sur un segment situ6 dans ~ et qui fait partie d'une demi-droite issue 
de l'origine. Nous ne consid6rons dans la suite que des prolongements analytiques 
directs dans un L ~  fi partir d 'un LC, avec C c ~ .  

Nous  d6signons parA--- {2~} une suite de nombres positifs, strictement croissants, 
tendant vers l'infini et par {d,} une suite de nombres complexes. S'il existe un 
R > 0 tel que E I d lg < oo, y,d z converge sur LC (la partie de la surface 
de Riemann 6tal6e sur C), 06 C est le disque I z [ < R, vers une fonction holomorphe 
F(z) -- ~,d~z a~. 

Nous povons maintenant 6noncer le th6or~me suivant dont la nature sera 
mieux saisie par les 6nonc6s de ses cas particuliers (th6or6mes 2, 3, 4, 5). 

TH~OR~ME 1. Soit G* une courbe ?t astdrisque, F* une courbe d astdrisque 
abritde par G*, et ¢P la fonction rattachde d F*. 

Supposons que pour un R > 0: E I d, [R *" < oo, la sdrie ~,dnz ~" pouvant ~tre 
prolongde analytiquement (directement) ?t partir de LC, oft C est le disque 
I z I < R, dans LD(G*). 

11 existe une constante H, qui ddpend uniquement de G* et de ¢P, telle que, 
pour tout 2k, distinct modulo un par rapport d • de tousles autres 2~, on a 

Rappelons qu'on pose 
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m = I  

dans le voisinage de l'origine. 
Un choix particulier, d 'une part, de la courbe F*, et, d 'autre part, de la fonction 

* qui lui est rattach6e (choix qui permet de pr6ciser les propri6t6s exig6es de la 
suite A) fournit, ~t partir du th6or~me 1, les th6or~mes suivants, pouvant &re 
consid&6s comme ses cas particuliers. 

THb-ORI~ME 2. A route courbe d astdrisque G*, abritant I z[ = 1, correspond 
une constante B ddpendant seuIement de G* telle que si pour un R > O: 
~'] dn I R ~" < oo, et si r ( z )  = ~,dnz ~" peut ~tre prolongde analytiquement (direct- 

ement) ~ partir de LC, of~ C est le disque I z [ <  R, dans LD(G*), l'indgalitd 
suivante est satisfaite pour tout k 

(2) [dkl<--B Sup ]F(z)] 1 

THI~OR~ME 3. Supposons que la courbe d astdrisque G* abrite la courbe 
(/t ast&isque) ddfinie par [ z [ = cos (0/3) ([ 0[ =< n). Supposons que pour un 
R > 0: ~[  dn [R x" < oo et que F(z) = ~,d.z ~" peut ~tre prolongde analytiquement 
(directement) d partir de LC, C dtant le disque [z [ < R, dans D(G*). 

II existe une constante B~ ddpendant seulement de G* telle que l'indgalitd 

(3) Id l<=B  Sup IF( )I 
z 6 L D ( G * )  

est valable pour tout A k tel que 2~ - A k n' estun entier pour aucun n (n # k). 

TH~ORf~ME 4. Si tOUSles ~.~ sont entiers, en remplacant dans l'dnoncd du 
thdor~me 3 l'hypoth~se concernant )t k par l'hypoth~se (satisfaite pour l'indice 

k donnd) 

(4) 2~ + 1 > 22~ > 42 k_ 1, 

les autres hypotheses du thdor~me3 dtant conservdes, on a l'indgalitd 

(5) Id, l<=n  Sup IF(z)l. 
z ~ D(G*)  

TH~OR~ME 5. Les conclusions des thdordmes 3 et 4 restent valables si l'on 
remplace dans ces dnoncds G* par une courbe /t astdrisque G~ abritant la courbe 
d ast&isque F* compos~e de l'arc I z I =  cos 0/2, 101 z et de son symdtrique 
par rapport & 0y; la condition portant sur 2k, dans le th~ordme 3, dtant ~remplac~e 
par la condition que pour n ~ k, 2k -- 2n n'est pas un entier pair; la condition 
portant sur 2~, dans le th~or~me 4, dtant remplac~e par la condition 2k+ 1 > 32 k 
> 92k_i, OU par la condition que la paritd de 2 k est diffdrente de celle des autres 

(n k). 
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(La constante BI doit alors ~tre remplac6e par une autre constante ne d6pendant 
que de G*). 

Avant d 'aborder la d~monstration du tMor~me 1, nous d6sirons d6montrer 
que les tMor~mes 2, 3, 4 et 5 peuvent ~tre consid~r6s comme des cas particuliers 
de ce th~or~me. 

La courbe ~ ast~risque F* correspondant au th6or~me 1, est dans l'6nonc6 du 
tMor~me 2, le cercle ]z [ = 1, la fonction O(z) rattacMe ~t cette courbe F* 6tant 
la constante un; et, quel que soit 2 > 0, seul l'entier m = 0 est 2-utile de la fonction 
O(z). Quels que soient ne t  m, 2, et 2m sont alors distincts modulo un par rapport 
~t • (c'est-&-dire qu'ils sont distincts, tout court, la suite {2,} 6tant strictement 
croissante). L'inegalit6 (2), qui traduit dam ce cas l'in~galit6 (1), est, par con- 
s6quent valable pour tout k. 

La courbe (~ ast&isque) dans les 6nonc6s des tMor~mes 3 et 4, abrit6e par 
G*, est la courbe F* correspondant ~ l'~nonc6 du th6or~me 1; elle est le contour 
ext6rieur de l'image de ]z[ = I par zO(z) = z(1 + 0/2.  Quel que soit2 > 0 - - n o n  
entier, tout entier m > 0 est 2-utile de O; et si 2 est un entier, m est 2-utile de • 
chaque fois que 0 -< m < 2. En 6crivant alors l'inigalit6 (1) sous la forme 

[ d k l < A  Sup IF(z)[ I n f (  1 " x / 2 k ~ )  

t(r < a Sup [F(z) {a~ atx,,/2l [ + , 
z E LD(G*) 

off [a] dgsigne la partie enti&e de a, on obtient l'in6galit6 (3). 
Dans le th6or~me 5, la courbe ~t ast&isque F* est le contour ext&ieur de l'image 

du cercle [z[ = 1 par zO(z )=  z(1 +z2)[2. Le passage du th6or&me 1 au tMor~me 5 
se fait ~ partir de ce point en suivant les raisonnements utilis~s pour le passage 
du th6or~me 1 aux th6or~mes 3 et 4. 

Pour d6montrer le th6or~me I il nous faut d 'abord d6montrer le lemme suivant: 

LEMME. F*, G* et • dtant ddfinis comme dans l'dnoncd du thdor~me 1, 
ddsignons par P~(ct > O) la courbe dans le plan z = re i°, ddfinie par r = e ~°2, 
10[ < n. Pour ot suffisamment petit, l ' image de P~ par zO(z) est situde sur D(G*). 

(D'apr~s les notations introduites plus haut, D(G*) design~ le compact dont 
G* est la fronti~re). 

Posons O~(z) = zO(z). Comme O1(1) = 1, O'~(1) = 1 + O'(1) = A > 0, il existe 
un disque de centre z = 1 o~t O~(z) est une fonction univa!ente; soit Ua un tel 
disque. I1 existe aussi un disque de centre ( =  1, of~ la fonction inverse de la 
fonction ¢~, ¢~-t(O, est univalente; soit U2 un tel disque. Posons ~ = ~ + i t /=  pe ~ . 

D6signons par Q~ l'irnage de P~ par O1. A tout ,¢ > 0 on peut faire corres- 
pondre un s = e(~)> 0 et un ? = ?(~)> 0, assez petits, pour que, d 'une part, 
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la partie de Q~ qui est l 'image (par ~---Ol(z)) de l'are de P~ correspondant ~t 
0 < 0 < e, soit un arc de Jordan simple, J,  liant le point ~ = 1 / t u n  point du 
demi-plan r />  0 (( = ~ + i~/), et eeci sans repasser par l'axe r6el; et pour que, 
d'autre part, le rayon, issu de l'origine (~ = 0), faisant l'angle ~ avec l'axe ~/= 0, 
coupe J en un seul point p. La courbe, compos6e de la partie de ce rayon comprise 
entre l'origine et le point p, l 'arc J et le segment de l'axe r6el 0 < ~ < 1, d61imite 
alors un domaine simplement connexe D. On peut d'ailleurs choisir e(~), ~(a) de 
telle sorte qu 'on ait aussi ~(~) = ~(0) (ce qui est possible - -  il suffit de prendre 
V(ct) assez petit) et que le domaine compris entre les arcs Qo et Q~, commenqant 
au point ~ = 1 et finissant au rayon (issu de l'origine) faisant avec r /=  0 l'angle 
?(0) = ~(,t), soit contenu dans Uv  On peut aussi choisir e(~) (qu'on peut d'ailleurs 
prendre ~gal A e(0)) assez petit pour que les arcs correspondants de Po (qui n'est 
autre qu'un arc de I zl -- 1) et de P~ soient contenus dans U1. Un tel choix de ct 
et des quantit6s correspondantes e, V ~tant effectu6, nous appelons le domaine 
eorrespondant D: "un domaine D~". L'image de D~ par O~-l sera d6sign6e par D*. 
La fronti6re d 'un D* est ~videmment une courbe de Jordan ferm~e, simple. 

Si ~ est suffisamment petit, on peut choisir le domaine D, de telle sorte, qu'en 
d6signant par R, la partie de Q~ qui fait partie de la fronti~re de D~, on 
ait R~ ~ D(G*). 

Ceci r6sulte des eonsid6rations suivantes. L ~tant une courbe dans le plan 
passant par le point ~ = 1, pouvant s'exprimer au voisinage de ce point par 
p = p(~) (coordonn6es polaires: un seul p pour I rl assez petit), et telle que la 
limite de (1/v)(dp/dv) (finie) existe lorsque ~-,0,  nous d6signerons cette limite 
par c(L). Le fait que R~ = D(G*): pour ~ assez petit, r6sulte de l'in6galit6, suivante, 
valable pour ~ assez petit: 

Posons, en effet 

On a: 

c(R3 < c(G*). 

dlog • l (z) 
dz 

= A(z) + iB(z). 

lim A(e ~v+'°) = 1 + O'(1) = A > 0 
0--0 

] 0a] lim dB(e~°2÷'°) OB = ~ -- .4'(1), 
o-.o dO = Oy z : t  , :1  

A(x) 6tant la restriction de A(z) sur l'axe r~el. En ~crivant A'(1) = At, on voit 
facilement que 

At 1 c(R~) = 2or A t 1 
c(F*) = A2 A ' A A 2 A ' 

et, par d6finition: c(G*) > c(F). I1 suffit done que • > 0 soit suffisamment petit 
pour qu 'on ait c(R~) < c(G*). 
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Ainsi, avec un choix convenable de ~, on a ¢1(D~) c D(G*). 
Soit maintenant 0 < 0t I < ~. Si ct 1 est suffisamment petit, l'image par ¢1 de la 

partie de D(P~,~) qui est ~t l'ext6rieur de D~ et de son sym&rique par rapport ~t 
l 'axe r6el, est certainement contenue dans D(G*). Mais il en est de m~me de 
l'image par (1)1 de la partie de D(P~,) qui est comprise darts D~ (et dans son sym&- 
rique). Ainsi, il existe un ~1 > 0 tel que l'image par ¢1 de D(P~I ) est darts D(G*). 
Le lemme est ainsi d6montr6. 

Passons maintenant ~t la d6monstration du th6or6me 1. La fonction ¢(z) ne 
s'annule pas, d'apr6s les hypotheses du th6or¢me, dans I z] < 1 (voir la d6finition 
d 'une fonction rattach6e ~t une courbe F*); elle est holomorphe sur [z 1< 1. 
Elle peut admettre des z6ros sur I zl -- 1: soient zl, ..., z k les affixes de ces z6ros. 
Choisissons maintenant ~ > 0 assez petit pour que: 

1°) ¢1 (D(P~))c D(G*)(¢I(Z)= z¢(z)), ce qui est possible en vertu du lemme 
et pour que 

2 °) ¢(z) n'admette pas sur le disque ferm6 [z[ < e ~2 d'autres z6ros que les 
points zj (j = 1, 2,.. . ,  k). 

D6signons par Lj (j = 1, 2,... k) le rayon issu de l'origine, passant par le point 
z j, et par sj le segment de Lj compris entre zj et P~. D6signons par C~ la courbe 
compos6e de P~ et des k segments sj (j = 1, 2 ... k). 

D6signons par A~ le compact dont C~ est la fronti~re, et consid6rons la fonction 
~ ' = F o ¢  1 

= (z)). 

Cette fonction est holomorphe sur LA~, c'est-~-dire, sur la surface de Riemann 
de log z &al6e sur h~, et on a 

Sup ]~-(z)[ =< Sup IF(z)l = M .  
z e L & ~  x • L D ( G * )  

On a, en effet, h~ = D(G*), ¢1 n'admettant pas dans A, d'autres z~ros qu'un 
z6ro simple ~t l'origine. 

Posons 

¢(z) = Z, amz" 

- oh  On voit que pour (c'est-~t-dire, en suivant la notation de la page 3, am = u , / .  
r > 0, suffisamment petit 

ZId.  r [amlr" <oo, 
n 

ce qui permet d'6crire pour ] z I suffisamment petit 

= Z g .  ? ( Z a . z ' )  Za. Z z / ' ,  
n m n m p - > l  
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off les/~p sont de la forme rn + 2., Ip &ant alors la somme 6tendue ~t tous les  termes 
d.atm x") pour lesquels/~p = m + 2.. 

On peut 6crire pour tout p > 1, r &ant suffisamment petit: 

Ip = lim (rel°)r-~e-t~P°dO. 
T . ~  

Soit alors p tel que an2pp > 1, et d~signons par Pa,p la courbe compos6e de l'arc 
p = e -1/~p+'°2 , 10[ < ~, et les segments sj,p, qui sont les parties, comprises entre 
cet arc et le cercle [z[ = 1, des segments si; d6signons par p Z.p la courbe sur LA. 
qui s'&ale sur P.,p, et par P~.p.r la partie de p L, p sur Iaquelle Im (log z) = 0 varie 
entre - T et T. 

Une application 6vidente du th6or~me de Cauchy permet d'6crire: 

1 f e  5 ( z ) z  T M  dlogz  lp = r-..lim ~ z,p,r 

l'int6grale 6tant prise sur les segments sj,p (lorsque [ 01 < T) dans les deux sens. 
L'6valuation du Sup de I ~'(z)[ sur LA= permet alors d'6crire: 

I lp I <--2-~n _ -(=°~-tlu~)u'dO+2 j=IZ p-aPdlogp 

off 0j est l 'argument de sj. 
I1 en r6sulte que 

M g f~ 
t2 -vT, t } 

d'P(x/~'P-~°2) dO + k p-"~ dlogp . 

On peut 6crire pour 0 < a < 1 (et ~n2/~p > 1): 

e -=°~ dO+ e-~°~I'vdO 

e- ~P~Y dy 

= # 2 ' +  2-~pa( e - )~_AI~ ~ 

off A ¢st une constante finie. 
On a aussi en partant de l'in6galit6 6vidcnte ] Ip] < M, pour alt2/zp < 1: 

M 
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En d6finitive, quel que soit p, on a l'in~galit6: 

Iz,,I--< 
o4 K~ d~pend seulement de ~. 

Or, si 2 k est distinct modulo un par rapport ~ de tousles autres 2,, et si/~p = 2k + m, 
il n'existe aucun autre couple 2,, m' (n # k ,  m' ~ m) tel que/tp = 2, + m'(m et m'  
~tant des entiers positifs). On a, par cons6quent, d'apr6s la d6finition de/tp et lp 

Itp= ,~ + m Ip = dka~ ~ 

et, l'in6galit6 d6montr6e pour les Ip donne 

La conclusion du th6or~me en r6sulte imm6diatement. 
Le th6or~me 3 peut 8tre consid6r6 comme une g~n6ralisation tr~s pouss6e des 

th6or~mes que j 'ai  d6montr6s dans [1], ainsi que d 'un th~or~me d'Aronszajn [23, 
obtenu en partant de mon th6or~me d~montre darts [1]. Dans| ces th~or~mes, 
anciens, on suppose que tousles 2, sont distincts modulo un (2, - 2m ~ entier, 
si n ~ m). Voir pour ces anciens th~or~mes [3]. 
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